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 كمية الهندسة الميكانيكية والكهربائية الثانية                                          قسم: قوى ميكانيكية
 /                                                                السنة: الثانية4مقرر: رياضيات/

 د. توفيق أبوشديد                                                      الثانية :المحاضرة

 التوابع العقدية

 :تعريف التابع العقدي 
إذا أوجدنا قاعدة  Dنقطة منتمية إلى  z, ولتكن xoyمجموعة نقاط غير خالية من المستوي العقدي  Dإذا كانت 
نرمز تابع عقدي و   عندئذ نقول  uovمن المستوي   بعدد عقدي جديد     تربط كل عنصر  fربط مثل 

 لذلك:
       

فتشكل     المقابمة لجميع عناصر   . أما جميع قيم التابع       منطقة تعريف التابع   Dنسمي 
 )المستقر(.       تسمى منطقة قيم التابع   مجموعة ثنائية من الأعداد العقدية ولتكن 

 بالشكل:     يمكن كتابة التابع 
                                  

 حيث أن:
         (    ) 
         (    ) 

 .    ىو عبارة عن توابع حقيقية لممتحولات 
 (: 1مثال)

         ,             التابعان  
 منطقة تعريف كل منيما ىو المستوي العقدي.

 (: 2مثال)

    التابع  
 

    
  

      تعريفو ىي المستوي العقدي باستثناء النقطتين منطقة 

من   إذا قابمت كل قيمة لـ  Dوحيد القيمة عمى المجموعة        نقول إن التابع العقدي  (:2تعريف)
 .       قيمة واحدة فقط لـ, Dالمجموعة 

عندئذ نقول        و أكثر لـ قيمتين أ Dمن المجموعة   أما إذا قابمت قيمة واحدة عمى الأقل لممتحول 
 أنو متعدد القيم.     عن التابع 

 (: 3مثال)
 التابع
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 : v(x,y)والتخيمي  u(x,y) التابع وحيد القيمة ولتعيين قسميو الحقيقي الحل:
                                 

                              
         [    ]                 
         [    ]               

 (: 4مثال)
 التابع

       √ 
  

 

         
 
  (    )

 
   

 
  

 (
     

 
)
            

          
 
  

  
  

          
 
  

       
  

          
 
  

       
  

 وىي:  تقابل ثلاث قيم لـ   ومنو: كل قيمة لــ 
       √ 

 
 {        }  

 بالتالي التابع متعدد القيم.
 :بعض التوابع العقدية البسيطة 

 أولًا: التوابع وحيدة القيمة:
 توابع كثيرات الحدود: (1

 تعرف بالشكل:
                 

       
  

 عدد صحيح موجب. n: ثوابت عقدية,                        
 :الكسريةتوابع ال (2

 تعرف بالشكل:

  
    

    
 

 كثيرتا حدود.           حيث 
 :الأسيةتوابع ال (3

 تعرف بالشكل:
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 أي أن:   من المستوي العقدي ىو تابع دوري ودوره  Dفي المنطقة      التابع 

         [                     ]     
 :المثمثيةتوابع ال (4

 بالشكل:         و         نعرف التابعان المثمثيان 

        
  

  
 

  

  
        

   

     
   

        
  

  
 

  

  
          

     

       
   

 كما يمكن كتابة التوابع المثمثية بدلالة التوابع الأسية بالشكل:

      
        

 
 

      
        

  
 

 :القطعيةتوابع ال (5

 بدلالة التابع الأسي:        و        نعرف التابعان 

     
      

 
 

     
      

 
 

 معرفان عمى جميع نقاط المستوي العقدي. ch z ,sh zلتابعان ا

 :متعددة القيم ومنها: التوابع ثانياً 
 :التوابع الموغاريتمية (1

 بأنو التابع العكسي لمتابع الأسي,       يعرف التابع الموغاريتمي 
 فإننا نجد:       و        بفرض 

                           

                                          
 ينتج أن:

                  
                                  

 ومنو نستنتج أن:
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 عدد لانيائي من القيم.يممك      نلاحظ أن 
 فإن التابع الموغاريتمي:    عندما 

                  
 تسمى ىذه القيمة الاساسية أو الفرع الرئيسي لمتابع.

  √  احسب     (: 5مثال)

   √نكتب 
 

  
 نحول إلى الشكل القطبي:

     (
 

 
    )      (

 

 
    ) 

 والشكل الأسي:

    (
 
 
    ) 

 لكن:

    
 
  

 

 
    

 

 
(
 

 
      )  

 

 
                           

     التابع  (2

                      عدداً عقدياً    حيث 
 وىو متعدد القيم.    مة لـ معرف من أجل كل قي     التابع 
 نعوض في العلاقة السابقة:                        : ادينللكن 

       (                  ) 
                  حيث: 

 (: 6مثال)
 .     احسب القيمة  

 الحل:
               

 لكن:

     
 
 
       

 ومنو:
 

        ( 
 
 
      )   

 
 
     

 النهايات 

ذا كان    ن أجل جميع النقاط في جوار النقطة المعرف م     ليكن التابع   عدداً    ووحيد القيمة وا 
ذا أمكن من أجل العدد الحقيقي الموجب المعطى   بحيث يكون δتعيين عدد حقيقي موجب  εعقدياً, وا 

           ε 
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 من أجل جميع النقاط المحققة لممتراجحة:
         δ 

 ونكتب:     عندما    ينتيي إلى      نقول أن التابع ف     حيث 
   
    

        

 باختصار :
  ε                        δ               ε 

 (: 7مثال)
 برىن أن 

   
   

         
  ε             

                                    ε 
 ومنو:

      
 

 
   

 أي أن:

  
 

 
 

 :التوابع التحليلية 

 :تعريف

وفً كل    إذا كان معٌناً وقابلاً للاشتقاق فً النقطة    أنه تحلٌلً فً النقطة        نقول عن التابع 

 .  نقطة فً جوار 

 .Dإذا كان تحلٌلٌاً فً جمٌع نقاط المنطقة  Dقة تحلٌلٌاً فً المنط       ٌكون التابع 

 .Cصحٌحاً إذا كان التابع تحلٌلٌاً فً كل نقاط المستوي العقدي        ٌكون التابع 

                 كثٌر الحدود     مثلاً:
       

                  

 من المستوي العقدي بالتالً فإنه تابعاً صحٌحاً. بما أنه قابل للاشتقاق فً اي نقطة

 :تعريف

فإن هذه النقطة نسمٌها    ماعدا النقطة    تحلٌلٌاً فً بعض نقاط جوار النقطة        إذا كان التابع 

 .      نقطة شاذة للتابع 

     : إن التابع (8مثال)
 

   
حٌث لا ٌكون عندها التابع مستمراً      تحلٌلٌاً فً أٌة نقطة عدا النقطة  

 وهً نقطة شاذة للتابع.
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 :تعريف

ن ٌفإن التابعٌن الحقٌقٌ       قابلاً للاشتقاق فً النقطة                     إذا كان التابع 

–شرطً كوشً  وٌحققان (x,y)قابلٌن للاشتقاق الجزئً من المرتبة الأولى فً النقطة               

 رٌمان الآتٌة:

{
 
 

 
   

  
 

  

  
  

  
  

  

  

 

 :تعريف

–مشتقات جزئٌة مستمرة تحقق شرطً كوشً  (x,y)ٌملكان فً النقطة               إذا كان التابعان 

 فإن التابع العقدي: رٌمان

                    

 ٌكتب بأحد الأشكال التالٌة:    ̀ , عندئذ مشتقه       لنقطة قابلاً للاشتقاق فً ا

 ̀    
  

  
  

  

  
 

 
  

  
  

  

  
 

 
  

  
  

  

  
 

 
  

  
  

  

  
 

 ريمان -الشكل القطبي لمعادلة كوشي

 حٌث أن:      حداثٌٌن القطبٌٌن بدلالة الإ     إذا عرف التابع التحلٌلً 

                    

  √      

      (
 

 
) 

       

 :هً رٌمان بالإحداثٌات القطبٌة-فإن معادلتً كوشً
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 ومشتق التابع هو:

 ̀    
 ̅

 
(
  

  
  

  

  
)               (

  

  
  

  

  
) 

 قابلاً للاشتقاق. ̅      عٌن النقاط التً من أجلها ٌكون التابع   (:9مثال)

 الحل:

            ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅              ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅               

                                 حٌث: 

 :نحصل على بالاشتقاق

  

  
           

  

  
     

  

  
            

  

  
     

قابل للاشتقاق فقط فً      أي أن التابع          رٌمان ٌتحققان فقط عندما -بالتالً شرطً كوشً

 .   النقطة 

 تحلٌلً         هل التابع (:11مثال)

 الحل:

                                     

                                      

  

  
                

  

  
         

  

  
           

  

  
           

 ومنه:
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 تحلٌلً.     بالتالً التابع 

 ومشتقه ٌعطى بالعلاقة:

 ̀    
  

  
  

  

  
                                

 صحٌح )تحلٌلً فً كل نقاط المستوي العقدي(.                      برهن أن التابع (:11مثال)

 الحل:

                          

  

  
 

  

  
        

  

  
  

  

  
         

كذلك فإن المشتقات الجزئٌة مستمرة فً كل  zرٌمان محققان من أجل كل قٌمة لـ -نلاحظ أن شرطً كوشً

 فالتابع صحٌح ومشتقه:      نقطة 

 ̀    
  

  
  

  

  
                

  (:12مثال)

̅   لٌكن لدٌنا التابع         

 الحل:

                 

  

  
          

  

  
    

  

  
         

  

  
        

 نلاحظ أن:

  

  
 

  

  
  

  
  

  

  

 

 أٌة نقطة من المستوي العقدي. بالتالً فإن التابع غٌر تحلٌلً فً

  (:13مثال)

 تحلٌلً:         أثبت أن التابع 
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 الحل:

                                

                            

  

  
          

 

 

  

  
          

  

  
           

  
  

  
           

 ومنه:

  

  
 

 

 

  

  
 

  

  
   

  

  
 

 بالتالً التابع تحلٌلً.

============================== 

 :مسألة

, وعٌن النقاط التً ٌكون عندها التابع Cتحلٌلً فً المستوي         ة قالمعرف بالعلا  أن التابع برهن 

والتً ٌكون عندها التابع  -وجدتإن – للاشتقاق, وعٌن النقاط قابلاً             المعرف بالعلاقة:   

h  :للاشتقاققابلاً                 المعرف بالعلاقة . 

 

 

 

 

 


